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Dans cet article, nous prouvons, sous des hypothèses de non ramification, une 
conjecture de Kottwitz et Rapoport sur l'existence de cristaux avec structures 
supplémentaires f[TS]. PrJ]1. 

Essayons d'expliquer ce dont il s'agit. 

Soient p un nombre premier, k un corps algébriquement clos de caractéristique 
p, W(k) l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans k. Dans cette intro- 
duction, soient L = Q p ®% p W(k), et L une clôture algébrique de L. No- 
tons <7 le Frobenius sur k, W(k), et L. Un (.F-)cristal M est ici un W(k)- 
moclule libre de type fini et une application er-linéaire injective <f> de M dans 
L®w(k) M . Dieudonné a a classifié les cristaux à isogénie près i.e. les L-espaces 
vectoriels de dimension finie munis d'une application cr-linéairc bijective. Les 
isocristaux sont classifés par leur polygone de Newton. Mazur a introduit pour 
les cristaux un autre invariant, le polygone de Hodge, qui est donné par les 
diviseurs élémentaires de <fi(M) par rapport à M f |24p, Mazur a observé que 
le polygone de Hodge est en dessous du polygone de Newton, et que les deux 
polygones ont mêmes extrémités. Kottwitz et Rapoport ont posé (et résolu) 
le problème d'une réciproque à l'observation de Mazur, i.e. l'existence d'un 
f-cristal de polygones de Hodge et Newton donnés, ces polygones vérifiant la 
condition de Mazur C|18|1. 

Soit G un groupe reductif (connexe) sur Qp. Kottwitz a défini la notion de 
G- isocristal (JH], [23j)- Un tel isocristal est donné par un élément b 6 G(L) 
; on a <fr = ba. Deux éléments b et b' G G(L) définissent des G-isocristaux 
isomorphes si b et b' sont cr-conjugués par un élément de G(L). La classe de 
er-conjugaison d'un élément b de G(L) est notée [b] et l'ensemble des classes 
de cr-conjugaison B(G). Dans ce contexte, un cristal devient la donnée d'un 
parahorique K de G(L). Le polygone de Hodge devient la position relative de 
4>{K) par rapport à K. Cette position relative est mesurée par un invariant 
dans un ensemble de doubles classes W K \W /W K . Le groupe W est le produit 
semi-direct du groupe de Weyl_affine de l'immeuble de Gl par le groupe abélien 
de type fini 7ri(G) Gal(ï/i) et W K le groupe de Weyl de K 0,0)- Pour K 

un parahorique de G, w G W K \W/W K et & G B(G), Kottwitz et Rapoport 
définissent un sous-ensemble X^{h)K qu'ils appellent variété de Deligne-Lusztig 
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affine. Grossièrement, XwQ))k est l'ensemble des parahorique K' de Gl qui 
sont conjugués de K et tels que la position de <p(K') par rapport à K' soit w. 
Le problème de la réciproque au théorème de Mazur devient celui de déterminer 
pour quels [b] et w, X w (b)K est non vide. 

Supposons G non ramifié sur Q p . Si K est hyperspécial, et K le para- 
horique de Gl obtenu par extension des scalaires de Q p à L, W K \W/W K 
s'identifie à l'ensemble des classes de conjugaison de groupes à un paramètre de 
Gl- Pour {/z} une telle classe de conjugaison, Kottwitz a défini un sous-ensemble 
B(G, {/z}) de B(G) ( [201 ) - La condition définissant B(G, {/z}) généralise celle 
de Mazur. Rapoport et Richartz ont prouvé que si X^Q))k est non vide, 
[6] G B(G,{n}) {271). Kottwitz et Rapoport conjecture la réciproque (conj. 4.6. 
de [201 ou [T8|). Ils la prouvent en particulier pour les groupes linéaires GL n 
et symplectiques Leigh la prouve pour les groupes classiques déployés 

f |23|1. Nous la prouvons pour {/z} minuscule (cor. I^J). 

Soient K un parahorique de G non nécessairement hyperspécial et [b] G 
B(G). Il semble difficile de décrire, même conjecturalement, quels sont les w G 
W K \W/W K qui sont tels que X w (b) K soit non vide, bien que ceci ait été fait 
dans des cas particuliers (exemple 4.3. de (SOI)- Soit {//} une classe de 
conjugaison de groupes à un paramètre de G^. Kottwitz et Rapoport définissent 
un sous-ensemble Adm({zt})iï de W K \W jW K . La réunion des variétés de 
Deligne-Lusztig affines X w (b)x pour w G Adm({/z})^ est notée X ({//}, b)x ■ Us 
conjecturent : 

- 1) X({zt}, b)x est non vide si et seulement si [b] G B(G, {/z}) ; 

- 2) si K C K' l'application naturelle X({/z}, b)j( V)k' est surjec- 
tive ; 

(en fait ils demandent si l'hypothèse {/z} minuscule n'est pas nécessaire pour 
la conjecture) (conj. 5.2. de |2Sj ou ^H])- Nous prouvons la partie 1) de la 
conjecture si G est non ramifié sans l'hypothèse {/z} minuscule (th. |2J. Les 
parties et 0] disent quelque chose sur la partie 2) de la conjecture ; cependant, 
faute d'avoir dégagé le bon cadre, nous ne donnons pas d'énoncé. Puisque, si K 
est hyperspécial et {/z} minuscule, l'ensemble Adm({/i})^- est réduit à {/z} (cor. 
3.12. de UnDi la conjecture 4.6. de dans le cas {/z} minuscule est prouvée 
comme une conséquence de la partie 1) de la conjecture 5.2.. 

Donnons quelques idées des démonstrations. 

Dans le cas où {/z} est minuscule et G est GL„ ou le groupe des similitudes 
symplectiques, on peut prouver la conjecture 4.6. en prenant pour matrices de cj> 
dans une base des réseaux cherchés des matrices monomiales, mais le cas de GL2 
montre déjà que cela n'est pas possible en général si {/z} n'est pas minuscule. En 
fait, même dans les cas de GL n , la preuve de Kottwitz et Rapoport est beaucoup 
plus évoluée : elle repose sur une propriété de positivité de l'isomorphisme de 
Satake (EU). 

Fontaine et Rapoport ont donné une autre preuve du théorème de Kot- 
twitz et Rapoport (53)- Us prouvent, sous l'une des deux conditions qui 
définissent l'ensemble B(G, {/z}), l'existence d'une filtration admissible définie 
par un groupe à un paramètre /z G {/z}. L'admissibilité est à comprendre dans 
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le sens la théorie de Fontaine des modules de Dieudonné filtrés admissibles 
( PU, 22 > EL EU) • Un théorème de Laffaille donne alors l'existence d'un réseau 
M de D qui est fortement divisible Dans le cas de GL„, un tel réseau 

convient pour la conjecture 4.6.. 

Sous de plus la deuxième condition définissant B(G, {/j}), nous prouvons 
l'existence d'un parahorique K de G (défini sur F) tel que la conjecture 5.2. de 
Kottwitz et Rapoport soit vraie pour K (th. Donnons une raison heuris- 
tique pour laquelle ceci peut être vrai. Si /i définit une filtration admissible, 
pour toute représentation linéaire de G, le théorème de Colmez et Fontaine 
permet d'associer une représentation p-adique cristalline de Gal(L/L). Les 
réseaux fortement divisibles correspondent aux réseaux stables par Gal(L/L). 
Comme Gal(L/L) est compact, son image dans G(Q P ) est contenue dans un 
parahorique auquel correspond le parahorique K, par le foncteur de Fontaine 
entre représentations p-adiques et modules filtré. Nous prouvons dans^la ver- 
sion galoisienne du théorème ^ Dans la partie nous prouvons le théorème ^ 
en travaillant du côté module de Dieudonné filtré et en utilisant que la filtration 
dans la catégorie de ces modules peut être scindée de manière fonctorielle f |35|h 
Dans la proposition nous calculons l'invariant dans W pour des Iwahori qui 
sont associés à certaines alcôves dont l'adhérence contient la facette associée 
à K. Nous introduisons la notion de bonne position pour ces alcôves. Nous 
prouvons qu'il existe des alcôves en bonne position (prop. EJ. Elle entraîne la 
conjecture 5.2. pour les Iwahori associés à ces alcôves (prop. |HJ). Comme tous 
les Iwahori sont conjugués, la conjecture en résulte. 

On notera que la méthode par laquelle nous raffinons la if-structure en une 
structure iwahorique est très liée aux structures algébriques apparaissant dans 
[Tl). pT] et (35] (remaraue l5.4fl . D'autre part, nous prouvons en fait un peu plus 
que la conjecture 5.2. : nous prouvons son analogue lorsqu'on remplace dans 
la définition de l'ensemble Adm({/^}) l'ordre de Bruhat par l'ordre de Bruhat 
faible (la terminologie est que si w' est inférieur pour l'ordre de Bruhat faible à 
w, w' l'est pour l'ordre de Bruhat usuel) (remarque 15. lfl . 

Je remercie Rapoport pour son amical intérêt. Je remercie Verma pour 
m'avoir dit qu'il devait être possible de comparer t\ et t\d (prop. EJ, Sujatha 
et Parimala pour m'avoir aidé à retrouver la référence {J,, et Haines pour ses 
remarques sur le 13. 1 . Il L'utilisation que nous faisons de |3j est inspirée du 3 de 

E3 

Nous travaillons en fait dans un cadre un peu plus large. Soit F est une ex- 
tension finie de Q p (ci-dessus F = Q p ). On suppose que le corps algébriquement 
clos k contient le corps résiduel kp de F. On pose : L = F ®w(k F ) W(k). On 
désigne toujours par L une clôture algébrique de L. On note q le cardinal de 
kp, oq l'automorphisme de W(k) induit par fonctorialité par l'automorphisme 
i mi? de W(k) et a l'automorphisme id ® uo de L. On désigne par Of (resp. 
Oh) l'anneau de valuation de F (resp. L). On désigne par G un groupe réductif 
(connexe) sur F. On désigne par G a( j le groupe adjoint de G, et par B(G a d, ■) 
son immeuble sur F on L selon que le point est F ou L. 
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1 Existence de structures parahoriques : le côté 
galoisien. 

1.1 

Soit II le groupe de Galois de L/L. Soit p : II — » G (F) une représentation 
semi-stable, autrement dit, pour toute représentation linéaire pu de G dans 
un F-espace vectoriel de dimension finie U, la représentation p-adique pu ° P 
semi-stable en tant que représentation p-adique dans le Q p -espace vectoriel U 
(au sens de [E]). O n dit que p vérifie (*) si pour toute représentation pu, 
la représentation de II dans U obtenue par composition de p et de pu vérifie 
la condition (*) de la remarque 3 de JT] (voir aussi 1.40 de |28|). On vérifie 
facilement qu'il suffit pour ceci que ce soit vrai pour une représentation fidèle 
pu- La condition est vide si F = Q p . Le foncteur de Fontaine établit une 
équivalence entre ces représentations galoisiennes et les (4>, 7V)-modules filtrés 
admissibles sur L (|§], la définition d'un module filtré sur L est rappelée au 
l2~Tll . 

Proposition 1 Soit p : Il — » G(F) une représentation p-adique. On suppose 
qu'elle est semi-stable et qu'elle vérifie la condition (*). Alors, il existe un 
parahorique K de G qui contient l'image p(Il) du groupe de Galois. 

Démonstration. Le groupe p{Ik) est compact. Il fixe donc un point x dans 
l'immeuble B(G ad ,F) (2.3.1. de ES]). Les points de l'immeuble B(G ad ,F) sont 
les points fixes par a de l'immeuble £>(G ac i, L) (5.1.25 et 4.2.25 de 0). Le point 
x appartient à une unique facette T de B{G a< \,L). Cette facette est stable par 
a. Elle définit un parahorique C G (F) de G (5.2.6. de [S]). D'après |T5], ce 
parahorique Kjr peut être défini comme l'intersection du stabilisateur dans G(F) 
de la facette T avec le noyau de l'homomorphisme Tlq : G(L) — » tti(G)i l défini 
par R. Kottwitz dans le paragraphe 7 de [20] (voir aussi [H] pour la définition de 
7i"i (G)). Ceci résulte de ce que le noyau de kg est le sous-groupe G{L)' de G(L) 
défini au 5.2.11 de [S] (voir le 13.1.11 ). La proposition résulte alors du lemme : 

Lemme 1 Soit p : Il — > G(F) une F -représentation qui est semi-stable. Alors, 
p(Il) est contenue dans le noyau de l'homomorphisme de Kottwitz kg . 

Démonstration. On sait (3.1.2 de |3fi| et introduction de 0) qu'il existe : 

- un groupe réductif G' sur F dont le sous-groupe des commutateurs [G', G'] 
est simplement connexe ; 

- un morphisme / : G' — > G dont le noyau est abélien et une ^-représentation 
semi-stable p' : Il — > G' (F) telle que / o p' = p. 

A dire vrai, ceci n'est énoncé dans les articles cités que lorsque F = Q p , mais 
la démonstration qui s'y trouve marche pour F quelconque. 

On peut de plus supposer que G'/[G',G'] est un tore induit. En effet, soit 
pour F' extension finie de F contenue dans L, Tp> le tore obtenu par restriction 
des scalaires à la Weil de F' à F à partir du groupe multiplicatif sur F', et 
soit pf> ■ Il —> Tf'(F) = F'* la représentation p-adique associée à un groupe 
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formel de Lubin-Tate pour F' (2 de [32] )• La représentation p-adique ppi est 
une ^-représentation et elle est cristalline. Soit F' telle que G' /[G 1 , G'} soit 
déployé sur F'. La représentation I L ->• G 1 (F) -»• (G'/ [G", G']) (F) est un objet 
de la sous-catégorie tannakienne de la catégorie des ^-représentation engendrée 
par ppi (Serre loc. cit.). Ceci définit un morphisme /" de Tp> dans G' /[G', G']. 
On remplace G' par le produit nbré de G' et Tp> au dessus de G'/ [G', G'], 
G' — > G' /[G', G'] étant la projection et T F , — > G' /[G', G'] étant /". 

Comme le morphisme kg est fonctoriel en G (7.4 de PD|), n suffit de prouver 
la proposition pour p'. Comme [G', G'] est simplement connexe, il suffit de la 
prouver pour le composé de p' avec la projection G' (F) — » (G'/[G', G'])(F). 
Comme T := G' /[G', G'] est un tore induit, le noyau de kt est le sous-groupe 
borné maximal de T(L), et alors la proposition résulte de la compacité de II- 

1.2 Remarque. 

Même si G est supposé non ramifié, l'exemple suivant montre que l'on ne peut 
pas toujours supposer le parahorique K hyperspécial. Cet exemple contredit la 
proposition 5.31 de [25] . 

On suppose F — Qp. Soient E l'extension quadratique non ramifiée de Qp 
contenue dans L, Oe l'anneau de ses entiers et Ue le groupe des unités de Oe- 
Soient A un O^-module libre de rang 2, A = Ai©A2 avec Ai et A2 libres de rang 
1 sur Oe- Soit pp ■ II ~ * Ue la représentation galoisienne associée à un groupe 
formel de Lubin-Tate pour E. On fait agir II sur A par pe suivi de l'action de 
Ue par homothéties. On a donc la représentation galoisienne p associée à un 
groupe formel produit de deux groupes formels de Lubin-Tate ; U := Q p ®z A. 
On choisit des bases de Ai et A2, en tant que Z p -modules, et donc des formes 
alternées deti et det2 pour lesquelles Ai et A2 sont auto-duaux. On définit la 
forme symplectique ( , ) par ( , ) = pdeti ©det2- Le groupe G est le groupe des 
similitudes symplectiques. La représentation galoisienne p est à valeurs dans 
G(Qp), le facteur de similitude étant donné par le caractère cyclotomique. Le 
réseau dual A* de A est p _1 Ai © A 2 , qui est aussi stable par Galois. Tout réseau 
A' de la forme A^ © Aa, avec Ai S A^ C A* es t autodual. Aucun n'est stable 
par Galois puisque A* /A est isomorphe en tant que module galoisien à Oe/pOe 
avec action de Galois donnée par pernod p (ceci contredit l'assertion p. 252 de 
|28| ; dans la dernière ligne de cette page, W est seulement isomorphe à un twist 
de W*). 

Il n'existe pas de Z p réseau A" de U stable par II qui soit homothétique à 
son dual. En effet, pour un Z p -réseau A" de U , on définit o(A") comme étant 
la valuation du déterminant d'une base de A", évaluée par rapport à une base 
d'un réseau autodual A' comme ci-dessus. Donc o(A) = 1, o(A*) = — 1. Pour 
tout Zp-réseau A", on a o(A"*) = — o(A"), donc si A"* est homothétique à A", 
on a : 2o(A") = mod.4 et o(A") est paire. Si A" est stable par II, c'est un 
sous-O^-module ; comme detz p = Ne/q p ° detg, o(A") a la même parité que 
o(A), donc est impaire. 
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2 Existence de structures parahoriques : le côté 
module de Dieudonné filtré. 



2.1 Paires (b, fi) admissibles 

Rappelons qu'un module de Dieudonné filtré D (sur L) est la donnée d'un 
L-espace vectoriel de dimension finie D, muni d'une application c-linéaire et 
bijective <fi et d'une filtration J-^ par des sous-espaces vectoriels, filtration 
décroissante, exhaustive et séparée. 

Soit b € G(L) et p : G m — > G un groupe à un paramètre défini sur L. Une 
représentation linéaire pu : G — > GLy de G dans un F-espace vectoriel U de 
dimension finie définit un module de Dieudonné filtré D(b,p,p) dont l'espace 
vectoriel sous-jacent est L ® F U : 

- le Frobenius <j> est puib) ° (c <8> idjy) ; 

- la filtration est la filtration décroissante définie par le groupe à un paramètre 
Pu°P ■ si D* est la graduation de D = D(b, p, p) définie par p, T l D = J2i'>i ■ 

Rappelons que (6, p) est admissible si pour toute représentation linéaire p le 
module de Dieudonné filtré D(b,p,p) est admissible f[TT]'). 

Soit Pfj, le parabolique de Gl qui fixe la filtration ci-dessus Le. g G G 
appartient à si, pour toute représentation linéaire p, p(g) respecte la filtration 
de D(p). Si p' est un autre groupe à un paramètre, on dit que p et p' définissent 
la même filtration, si pour tout pu comme ci-dessus, les filtrations décroissantes 
sur L ®fU définies par pu o p et pu o p' coïncident, autrement dit s'il existe u 
dans le radical unipotent rad u (P Jlt )(L) de tel que p' = \nt{u){p). Il est clair 
que si p' définit la même filtration que /i, pour toute repésentation linéaire p de 
G, les modules de Dieudonné filtrés D(b,p,p) et D(b,p',p) coïncident. 

Soit (b%, pi) comme (6, p), donc bi G G(L) et pi est un groupe à un paramètre 
de Gl. Soit g G G(L). On dit que {bi,pi) est le conjugué par g de (b, p) si 
h = gba{g^ 1 ) et p 1 = mt(g)(p). 

Proposition 2 Soient (b, p) et (bi,pi) conjugués par g. Alors, pour toute 
représentation linéaire p de G dans un F-espace vectoriel de dimension finie 
U, p{g) induit un isomorphisme des modules de Dieudonné filtrés D(b,p,p) et 
D(px, pi, p)- Si (b,p) est admissible, il en est de même de (b\,pi). 

Démonstration. Clairement, la seconde assertion résulte de la première. Si 
4> et <fti sont les Frobenius de D(b,p,p) et D(b\, pi, p) respectivement, on a : 

<?Mff) = Pidbaig- 1 ))^ ® id) p{g). 

Comme : 

pio-ig- 1 )) = (a ® id)p(g- 1 )(a- 1 (g) id), 

on voit que : 

<i>iP{9) = p{g)p(b)(o- O id) = p(g)4>. 
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De plus, comme p\ = int(g)(p), la filtration de D{b\, pi, p) est l'image de 
celle de D(b,p,p) par p(g), ce qui prouve la proposition. 

2.2 Paires (b, /i) super-admissibles. 

Rappelons que si D est un module de Dieudonné filtré sur L, un O^-réseau M 
de D est dit fortement divisible, si l'on a : 

M = ^n- l 4>{F C\M) : 

7T étant une uniformisante quelconque de F. Fontaine et Laffaille ont défini 
une catégorie de modules de Dieudonné filtrés sur Of que nous notons MFq f . 
Si on choisit n, un objet est un O^-module de type fini M muni d'une filtration 
décroissante exhaustive et séparée T % M par des sous-modules qui sont facteurs 
directs et d'applications er-linéaires (f> % : T % M — > M telles que : 

^ +I =7r^ i+1 , M 

Un réseau fortement divisible M d'un module de Dieudonné filtré sur L 
définit un objet de MFq f : on pose T % M = J- % D H M et </>* est la restriction de 
n~ l (j) à T l M . 

Nous disons qu'un couple admissible (b, p) est super-admissible si l'on a : 

- 1) b = a(p(p)) : ceci équivaut à ce que pour toute représentation linéaire 
p de G, le Frobenius de D(b, p, p) soit (a (g> id) o p(p) ; 

- 2) pour toute représentation linéaire p de G, pop est compatible aux 
réseaux fortement divisibles M de D — D(b, p, p) : 

M = (B ie zD^ n M . 

Le groupe à un paramètre p définit alors un ®-scindage de la filtration du 
foncteur fibre module sous-jacent de la sous-<g)-catégorie pleine de MFq f dont 
les objets sont les réseaux fortement divisibles des modules de Dieudonné filtrés 
D(b, p,p), p représentation linéaire de dimension finie de G (pour la terminologie 
des <g>-catégorie, voir O n impose de plus, que ce scindage s'étende en un 

®-scindage de la sous-<S>-catégorie pleine de MFq f dont les objets sont les sous- 
quotients de ces réseaux. En particulier, si p\ et p 2 sont deux représentations 
linéaires de dimension finie de G, si M\ et Mi sont deux réseaux fortement di- 
visibles de D(b, p, pi) et D(b, p, p 2 ) respectivement, et M[ et M' 2 deux quotients 
de Mi et M 2 dans la catégorie MFq f , les noyaux de M\ -> M[ et M 2 -> M 2 
sont compatibles aux graduations ; on impose de plus que si / : M[ — » M 2 est 
un morphisme dans MFq f , il est compatible aux graduations induites sur M[ 
et M 2 respectivement. 
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2.3 



Soit B{G) l'ensemble G(L) modulo cr-conjugaison : g ~ g' s'il existe h £ G(L) 
tel que g — hg'a^" 1 ) f[T5). [201) • Soit F la clôture algébrique de F dans L et 
TV le groupe de Galois de F/F. Le composé de l'homomorphisme kq '■ G(L) — > 
tti(G)i l que nous avons déjà utilisé dans la démonstration de la proposition Q] 
et de 7Ti(G)j £ — » 7Ti(G)r> est l'invariant de Kottwitz kq ■ B(G) — > 7Ti(G)r F - 

Pour /i groupes à un paramètre de Gj-, rappelons la définition du sous- 
ensemble B(G,/j.) de B(G) ([23] et |2Z|). Soit T un tore maximal de G F . Soit 
C C X*(T) une chambre de Weyl fermée. On note fi* l'unique conjugué de fi 
qui appartient à C. Comme le couple (T, C) est canoniquement associé à G, on 
dispose d'une action naturelle de Tp sur X*(T) qui laisse stable C. Si T M » est 
le fixateur de fi* dans le groupe de Galois f>, on pose : 

Soit 6 G G(L) et Pb G C son point de Newton. La première condition 
définissant B(G, /i) est que p* > P^, autrement dit que ~p* —Vb est combinaison 
linéaire à coefficients > de coracines simples de Gjj relatives à C. Dans le cas 
du groupe linéaire, cette condition dit que le polygone de Newton est au dessus 
du polygone de Hodge. D'autre part, soit $ l'image de /i* dans ni(G)r F - La 
seconde condition définissant B(G,[m) est que Ka(b) — /A Si G = GL, elle dit 
que les polygones de Hodge et de Newton ont mêmes extrémités. Noter que ces 
conditions ne dépendent que de la classe de cr-conjugaison [b] de b et de la classe 
de conjugaison {fi} dans G^. On utilisera aussi la notation B(G, {fi}). 

Proposition 3 Soit (b, fi) une paire admissible avec fi défini sur L. On suppose 
que [b] G B{G,fi). Alors, il existe un groupe à un paramètre fi', définissant la 
même filtration que fi, et un g £ G{L) tels que, si {b\,fii) est le conjugué de 
(b, fj,') par g, (bi, fit) soit super-admissible. 

2.4 Remarque. 

Supposons G quasi-déployé sur F et soit L' une extension finie de L contenue 
dans L. Fontaine et Rapoport ont prouvé dans jTJ que, si b e G(L) et {fi} 
est une classe de conjugaison de groupes à un paramètre de G définie sur L 1 , il 
existe fi € {fi} définie sur L' tel que (b, fi) soit admissible si et seulement si l'on 
a la première condition définissant B{G,fi) : ~ft > Vb. On voit donc que dans 
la proposition, on pourrait remplacer la condition [b] G B(G,fi) par = fr 

2.4.1 

L'énoncé suivant résulte immédiatement de la proposition et du théorème de 
Fontaine et Rapoport rappelé dans la remarque ci-dessus. 
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Corollaire 1 On suppose G quasi- déployé sur F. Soient {p} une classe de 
conjugaison de groupes à un paramètre de G définie sur L et [b] une classe de 
a-conjugaison de G(L). On suppose que [b] G B(G, {p}). Alors, il existe b G [b] 
et p G {p} tels que (b, p) soit super-admissible. 

2.5 Preuve de la proposition. 

Nous avons prouvé dans |85| qu'il existe un (g>-scindage de la filtration du fonc- 
teur fibre sous-jacent de MF 0jr . Les graduations que ce scindage induit sur 
les D(b, p' , p) définissent un groupe à un paramètre p' de G, défini sur L, qui 
induit la même filtration que p et est tel que (b, p') vérifie la condition 2) de la 
définition de la super-admissibilité. 

Lemme 2 Posons c = ba(p' (ir^ 1 )) G G(L). Alors, c est a-conjugué à l'identité 
: il existe g G G(L) tel que c = g^ 1 cf{g). 

Démonstration. Soit [c] la classe de c dans B{G). Par Kottwitz (4.13 de 
|20p. il s'agit de prouver que kg([c]) = et que le morphisme de Newton v c est 
trivial. 

Prouvons que Kg([c]) = 0. Comme kg est un fonctoriel pour les morphismes 
de groupes G, et que, pour A G L*, KG m (A) = v(X), où v est la valuation de L 
normalisée par v(n) = 1, kg{^'(t'~ 1 )) est l'image de — //' dans iri(G)i L . Comme 
/x et // sont conjugués par un automorphisme intérieur de G, c'est aussi l'image 
— jù de —fj,. Comme kg est un homomorphisme de groupes, on a donc : 

k g (c) = Kc(b) - o-(Jl). 

Comme a agit trivialement sur 7Ti(G)r F , on voit donc que l'image kg([c]) 
de kg(c) dans 7Ti(G)r> est n(b) — (J, soit puisque [b] G B(G, {/i}). 

Prouvons que le morphisme de Newton v c est trivial. Soient pu une représentation 
linéaire de G dans un F-espace vectoriel U de dimension finie, et posons D = 
D(b, p, p). Comme D est admissible, un théorème de Laffaille dit que D possède 
un réseau fortement divisible M (\22\). 

Lemme 3 Pour tout réseau fortement divisible M de D, on a : M — p(c)a(M). 

Démonstration du lemme\^ On a, si AP — D 1 ^, DM, M — (BiezM 1 puisque 
M est compatible à la graduation de D définie par p! . Puisque M est fortement 
divisible, on a, T l M = J2i'>i M 1 : 

M = <K5>~\Fjf) = 0(5>- l M*) = ^'(tt^XM). 

Puisque = p{b)(a 05 id), il en résulte que : 

M = p(b)(o- (g) id)/i'( 7 r- 1 )(M). 
Comme c = ba(p' (n^ 1 )), on voit que l'on a bien : M = p(c)a(M). 
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Il en résulte que l'isocristal (L<S>fU, p(c) (a <8>id)) est de pente 0. Comme c'est 
vrai pour tout p, v c est trivial (3 et 4 de |19p , ce qui achève la démonstration 
du lemme|21 

Prouvons la proposition. Soient b\ — gba(g^ 1 ) et p\ — int(g)(/i'). Posons 
ci = b\o{p\ (ir^ 1 )). On a : 

ci = gb<T{g- x )a{g)v{\}! ($T x ))v{g- x ) = gar^g* 1 ) = gg^ 1 a{g)a(g- 1 ) = 1. 

Le couple {b\,pi) vérifie donc la condition 1) de la définition de la super- 
admissibilité. Comme (b, p') vérifie la condition 1), la proposition résulte alors 
du fait que p{g) induit un isomorphisme de D(b,p',p) sur D(pi, pi, p) (propo- 
sition [5J. 

Corollaire 2 Soit {b, p) super- admissible. Pour toute représentation linéaire 
pu de G dans un F-espace vectoriel de dimension finie U , les réseaux forte- 
ment divisibles M de D(b,p,p) sont les réseaux qui vérifient les deux propriétés 
suivantes : 

a) M provient par extension des scalaires de Of à Ol d'un réseau de U ; 

b) M est compatible à la graduation définie par p : M — ^2i^M H -D* . 

Preuve. Supposons (b, p) super-admissible. La condition a) résulte immédiatement 
du lemme|31 puisque, comme (&, p) est super-admissible, c = 1. La condition b) 
fait partie de la définition de la super-admissibilité. 

Réciproquement, si M est un réseau vérifiant a), on a(M) = M. Si M vérifie 
b), on a : 

^7T- i (Mn^)= M (7r- 1 )(M). 

Si M vérifie a) et b), on a donc : 

<f>(£2 k- 1 (M n F D )) = {a® id)Ai(7r)/i(vr- 1 )(Af) = a{M) = M, 
ce qui prouve le corollaire. 
2.6 

Dans la proposition qui suit, on désigne de la même façon un parahorique K 
de G (resp. Gl) et le schéma en groupes (connexe) sur Of (resp. Ol) dont il 
est le groupe des points. Si K est un parahorique de G, on désigne par K la 
réduction modulo ir du O^-schéma en groupe K, et K re ^ le quotient de K par 
son radical unipotent. 

Proposition 4 Soit {b, p) super- admissible. Alors, il existe un parahorique K 
de G tel que : 

- le groupe à un paramètre p se prolonge en un groupe à un paramètre de 
K-Ol Q ue l'on note encore p ; on désigne par~p sa réduction modulo tt ; 
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- soit /J rc d l'image de ~p dans if rc d ; alors, les groupes à un paramètre 
£r'(/I red ) 7 pour i £ Z commutent entre eux, autrement dit l'image de /I rcd est 
contenue dans un tore de A' rc d défini sur kp. 

2.7 Remarque. 

Soient K un parahorique de G et p un groupe à un paramètre de Gl qui 
se prolonge en un groupe à un paramètre de Ko L - Soit pw : K — > GLjv une 
représentation linéaire de de K dans un O^-module libre N de rang fini. Posons 
M = Ol ®o f N, b = a([i)(ir), et soit p la représentation linéaire de G obtenue 
à partir de pn par extension des scalaires à F. Alors, il n'est pas difficile de 
prouver que M est un réseau fortement divisible de D(b,p,p) et que (b, p) est 
admissible. 

Démonstration de la proposition. On note le sous-groupe de G(L) en- 
gendré par les o- 1 {p{Ul)), i S Z, Ul étant les unités de L. 

Lemme 4 Le groupe est stable par a, borné pour la bornologie de G(L) 
(2.2.1 de \3<j\ , 4-2.19 de J^) et contenu dans le noyau de kg- 

Démonstration. ha première assertion est claire. Soit pu une représentation 
linéaire fidèle de G. D'après LafFaille (|22])j le module de Dieudonné filtré 
D(b,p,p) possède un réseau fortement divisible M. Comme M = cr(M) et que 
M est compatible avec la graduation définie par p, M est aussi compatible aux 
graduations définies par les o- l {p), i G Z. Il en résulte que M est stable par U^. 
Donc, Uy, est borné. Comme Ul est le noyau de KQ m , il résulte de la fonctorialité 
de k (7.4. de [201) que est contenu dans le noyau de kg, ce qui achève de 
prouver le lemme. 

Lemme 5 Le groupe stabilise une facette de l'immeuble B(G a d,L) qui est 
stable par a. 

Démonstration. Le sous-groupe d'automorphismes de l'immeuble engendré 
par a est borné car a a un point fixe dans £>(G a d,L) (£>(G a d, F) est non vide, 
1.10 de Comme a normalise et que est borné, le sous-groupe 

d'automorphismes de l'immeuble engendré par et a est borné. Il a donc un 
point fixe x. Soit T x la plus petite facette contenant x. Elle est stable par a et 
U^, ce qui prouve le lemme. 

Soit T\ une facette de B{G at \,L) comme dans le lemme précédent. Comme 
T\ est stable par a, l'intersection Tf,\ de T\ avec S(G a d, F) est une facette de 
B(G a d,F) (5.1.28 de 8 ). Soit K\ le parahorique de G défini par cette facette 
(5.2.6 de [H]) : le groupe K\{Qi) de ses points à valeurs dans Ol est l'intersection 
du stabilisateur dans G(L) de Tf,\ avec le noyau de kg ( et voir aussi l3.l!T|l . 
On voit donc avec les deux lemmes précédents que est contenu dans Kx(Ol)- 
Il en résulte que p(Ul) est contenu dans Ki(Ol)- Comme G m est étoffé sur Ol 
(1.7 de 0), le groupe à un paramètre p : G m — > Gl se prolonge en un groupe à 
un paramètre de (Ki)o L ■ On note encore p ce prolongement. On a réalisé avec 
K\ la première condition de la proposition. 
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Notons 7*i : G m — » K\ la réduction modulo 7r de p et £/i le sous-groupe 
algébrique de Tfi engendré par les images des a 1 (Jîi), i G Z. C'est un sous- 
groupe réduit, défini sur ftp et connexe de K\. Soit pi une représentation linéaire 
fidèle de K\ dans un Op-module libre de type fini Mp (1.4.5 de [H]). Posons 
M = Ol®Of Mf- D'après le corollaire[21 M est un réseau fortement divisible de 
D = D(a(p(p)), p, pi). Il définit donc un objet de la catégorie MFq f . Soit M 
l'objet M/ttM. Soit (0) = M CMi C . . .M r = M une suite de Jordan- Hôlder 
du module de Dicudonnc filtré M. Comme les réseaux images réciproques dans 
M des M r i sont des réseaux fortement divisibles, il résulte du corollaire[2]que les 
sous-espaces vectoriels M r > du /«-espace vectoriel M proviennent par extension 
des scalaires de Uf à k de sous-espaces M r > t F de Mf/'kMf- La condition 2) de la 
définition de la super-admissibilité entraîne que JI 1 laisse stable les M r > . On voit 
donc que U\ laisse stable les M r / t p- D'après un théorème de Fontaine et Laffaille 
(prop. 4.4 de J3| ; 2.2 de un objet simple N de MF Qf est élémentaire, en 
particulier son algèbre d'endomorphismes End(iV) est une extension finie de kp 
et N est un End(iV)-espace vectoriel de dimension 1. Soit N l'un des quotients 
Mr' ,f / Mr' -i,f- La condition 2) de la super-admissibilité entraîne que l'action 
de sur N commute à celle de End(iV). Comme N est un End(iV)-espace 
vectoriel de dimension 1, il en résulte que l'image de U\ est un sous-tore du 
groupe multiplicatif de End (TV). On voit donc que l'image de U\ dans le groupe 
linéaire de ® r rM r ' t F/M r '-i t F est un tore. Il en résulte que U\ est un groupe 
résoluble. Notons U son radical unipotent. Il est connexe car U\ l'est. D'après 
un théorème de Borel et Tits (jSj), il existe un sous-groupe parabolique P de 
K\ qui contient le normalisateur de U et dont le radical unipotent contient U. 
L'image réciproque de P(k) dans K\{Ol) est le groupe des points à valeurs dans 
Ol d'un parahorique que l'on note K (4.6.33 de [S]). 

Prouvons que K satisfait aux conditions de la proposition. Comme IA i nor- 
malise son radical unipotent U, le parabolique P contient IA\ et donc l'image de 
~p 1 . Il en résulte que K(Ol) contient bien l'image de p. Comme l'image de U 
dans -ftTrcd est triviale, l'image de U\ dans if rc d est un tore qui contient l'image 
de /Zj.. Ceci achève de prouver la proposition. 

3 Positions relatives de sous-groupes d'Iwahori 
et de leurs images par le Probenius. 

3.1 Rappels (4 de 

Dans ces rappels, G est un groupe réductif quelconque sur L. 

3.1.1 La "composante neutre" G{L)' de G{L) (5.2.11. de et (26]L 

Dans ce numéro, nous esquissons les preuves de faits connus f |16|1. 

Soit G(L)' le sous-groupe de G{L) engendré par les sous-groupes para- 
horiques de G(L). Le sous-groupe G(L)' est le noyau de kg ■ G(L) — > m(G)i L . 
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Soit, en effet, A un appartement de l'immeuble B(G a d, L). Soit S le tore maxi- 
mal déployé de G défini par A et T son centralisateur. Comme le corps résiduel 
de L est algébriquement clos, G est quasi-déployé et T est un tore maximal de G. 
Le groupe 7Ti(G) s'identifie donc au quotient de X*(T) par le réseau engendré 
par les coracines. Si II est le groupe de Galois de L/L, soit T(L)x le noyau de 
kt ■ T(L) — > X*(T)i L . Alors, G(L)' est engendré par T(L)i et des sous-groupes 
unipotents (0 ïoc. cit). Il en résulte que G(L)' est contenu dans le noyau de 
kg- Soit g G G(L). Prouvons que si kg(p) = 1, fl 6 G(Z)'. Soit JV(L) le 
normalisateur de T et VF = N{L)/T{L)\ le groupe d'Iwahori-Weyl (relatif à 
S). Si Iw est un sous-groupe d'Iwahori associé à une alcôve contenue dans A, 
il existe n G N(L), k±,k2 G Iw tels que g — k\nki- On a KG(ki) = kg(^2) = 1 
comme on vient de le voir. On a donc Kc(n) = Kg(s) — 1- Soit W a C W 
le groupe de Weyl affine (associé h S). Si G sc est le revêtement universel du 
sous-groupe dérivé de G, et T sc l'image inverse de T dans G sc , on a avec des 
notations évidentes : W a — N SC (L) /T sc (L)i. L'homomorphisme Kg sc est trivial 
puisque 7Ti(G sc ) l'est. Il en résulte que la restriction de kg à N(L) se factorise 
à travers N(L) — * — > W /W a . Ce dernier groupe s'identifie à 7Ti(G)/ L . De 
plus, l'homomorphisme T(i) — > VF — > 7Ti(G)/ L est induit par kj- et donc par 
Kg- On voit donc que KG( n ) = 1 entraîne qu'il existe n' dans l'image de N SC (L) 
et t G T(L)i tels que n = n't. Puisque G(L)' contient l'image de G SC (L) et 
T{L) X (5.2.11. de (Hj), on a bien n G G(L)' . 

On voit que la restriction de kg à N(L) induit par passage au quotient un 
morphisme : W — ► 7Ti(G)/ £ . La preuve esquissée ci-dessus entraîne que si 
,g G G(L), g = k\nki avec k\,k,2 G Iw, n G N(L), alors Ttc(g) coïncide avec 
l'image de n par l'homomorphisme iV(L) — > VF — > ^(G)/^. 

Pour facette de B(Gad,L), le sous-groupe parahorique de G(L) défini 
par est l'intersection du fixateur de T avec G(L)' (1.2 de [55]) ; c'est aussi 
l'intersection du stabilisateur de T avec G(L)', puisque G(L)' est le groupe 
sous-jacent à un système de Tits tel que les parahoriques soient des paraboliques 
(prop. 5.2.12 de [S]) et qu'un groupe parabolique d' un système de Tits est son 
propre normalisateur. 

Soit C l'alcôve qui définit Iw. Notons Oc le stabilisateur de C dans W. Le 
morphisme identifie le groupe f2c à ~k\(G)i l et W au produit semi-direct de 
VLq avec le sous-groupe distingué W a (EU)- 

3.1.2 L'invariant inv(gi, g^c • 

Soit (A, C) un couple formé d'un appartement A et d'une alcôve C de £>(G a d, L) 
contenue dans A. On reprend les notations du numéro précédent, en précisant 
en indice la dépendance de „4_et C. 

Le groupe d'iwahori-Weyl Wa ne dépend que de A, mais pour (A',C) comme 
(A,C), on dispose d'un isomorphisme de Wa sur Wa 1 ■ il est défini par 'mt(h) 
pour h G G(L)' tel que (_4',C) = (hA,hC). Cet isomorphisme ne dépend 
pas du choix de h, car h est bien défini modulo multiplication à droite par un 
élément t de l'intersection de Iwc avec Na{L) et un tel t agit trivialement sur 
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A (prop. 2.3.2. de [7j). Ces isomorphismes sont compatibles en un sens évident 
et permettent de définir un jgoupe W associé au groupe G, avec, pour chaque 
(A,C) un isomorphisme de W sur Wa- Comme G(L)' est le noyau de règ, on 
voit que le morphisme Wa — * ^i(G)i L défini au numéro précédent définit un 
morphisme W — > iti{G)i L que l'on note k^. Comme au numéro précédent, on 

note W a son noyau et fie le stabilisateur de C dans W. 

Soient gx, g 2 deux éléments de G(L). La décomposition de Bruhat définit une 
bijection naturelle de l'ensemble des doubles classes ïwcglwc dans Wa = W. 
L'invariant 'wv(gi, g2)(A,C) es ^ défini comme étant l'élément w G W associé à la 
double classe de gï 1 g 2 - On a donc, en notant V(a,c) l a projection Na{L) — » W 



(1) ™(ggi,gg2)(A,c) 

(2) vav{giki,g2ki)(A,c) 

(3) inv(l, g)(A,c) 

(4) inv(int(/i)(.gi), mt(h)(g 2 ))h(A,C) 



= mv{gi,g2)(A,e),Powc g e G(L), 

= inv(#i,# 2 )(.A,C),POur k%, k 2 G Iw c , 

= *V,C)(flO>P our g G N A (L), 

= invig-L, g 2 )(A,c), pour h G G(L)'. 



Il en résulte que inv(gi, g2)(A,C) ne dépend en fait que de C. En effet, si A' 
est un appartement contenant C, il existe h G Iwc tel que A' = hA et, on a en 
utilisant (4) : 

^v(g 1 ,g 2 )(A,C) = inv(int(/i)(gi),int(/i)(g 2 )(^',c), 
et donc, en utilisant (1) et (2) : 

inv(.9i,sr 2 )(.4,c) = inv (3i.52)(^', C )- 
On utilisera la notation : mv(gi, g 2 )c- On voit que : 

%( inv (5i>.92)e) ^K G (g 2 gï 1 ). 

3.1.3 Remarque. 

L'invariant inv(<7i, g 2 )e mesure la position relative de sous-groupes d'Iwahori. 

Soient en effet Iwi et Iw 2 deux sous-groupes d'Iwahori de G(L). On peut 
définir leur position relative inv(Iwi, Iw 2 ) G W a de la façon suivante. On choisit 
une alcôve C. Si g\ et g 2 sont deux éléments de G(V)' tels que Iwi = gilwc et 
Iw 2 = <7 2 Iwc , on pose : 

inv(Iwi,Iw 2 ) = inv(gi,g 2 ) c . 

Cette définition ne dépend pas du choix de g\ et g 2 car Iwc est son propre 
normalisateur dans G(L)' . On voit avec les (1) et (4) du numéro précédent 
qu'elle ne dépend pas du choix de C. 

Pour gi G G(L)' et g 2 G G(L), la projection de inv(gi, g 2 )c sur W a dans la 
bijection W = W a x fie est inv(<7ilw, <? 2 Iw). En effet, soient A un appartement 
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contenant C et g 2 G G(L)' , n 2 un élément de N A (L) qui stabilise C tels que 

92 = 92 n 2 et d'autre part k%, k 2 , n tels que gï 1 g' 2 — k\nk 2l n G N A (L), 
ki, k 2 G Iwc- On a : 

5f 1 52 = feinn 2 (int(n2 1 )( fe 2))- 

Comme mt^n^ 1 )^) G Iwc, il en résulte que, en notant uj G fie l'image de 
n 2 dans W : 

inv(gi,.ç 2 )c = mv(gi,g' 2 ) c u>. 

Comme on a supposé que g\ G G(L)' , on voit que la projection de inv(gi , 32)0 
sur W a est bien : 

inv^Iwc^Iwc) = inv(3 1 Iw c ,3 2 Iw c ). 

3.1.4 Invariants par rapport à un parahorique quelconque ([26 ). 

Soient T une facette de £>(G a d, L) et = A' le parahorique qui lui est associé. 
Si A est un appartement contenant T, le groupe de Weyl W% est le quotient 
(Nj^(L) n K)/Tj^(L)i. Soient (A, C) un couple formé d'un appartement A con- 
tenant T et d'une chambre C contenue dans A et dont l'adhérence contient T 
et (-4',C) comme (.A,C). Il existe h € K tel que (y^C) = h(A,C) et int(/i) 
induit un isomorphisme de W% sur W%. Ces isomorphismes sont compatibles 
en le sens évident et permettent de définir le sous-groupe W K de W . On a les 
décompositions en doubles classes : 

K\G{L)/K ~ W%\W A /W%. 

Pour gi, 52 G G(L) elles permettent de définir inv(gi, g 2 )jr g W k \W /W k 
(on utilisera aussi la notation inv(gi, 52)^)- Pour toute chambre C dont l'adhérence 
contient J 7 , inv(g 1; g 2 )jr est l'image de inv(<7i, g 2 )c dans W K \W/W K . 

3.1.5 Les variétés de Deligne-Lusztig affines. 

On suppose de nouveau que G est défini sur F. Soit K un parahorique de Gf- 
Soit b G G(L). Pour g G G(L), inv(g, ba(g)) K (o L ) ne dépend que de la classe 
de g dans G(L)/K(Ol)- Si if est un Iwahori, cela résulte du (2) de 13.1.21 et 
pour K quelconque, on le voit de même. Pour W G W K \W /W K , la variété de 
Deligne-Lusztig affine généralisée X w (b)K est définie par : 

X w (b) K = {# G G{L)/K{O l )\ inv(g,ba(g)) K ço L ) =w}, 

(il est conjecturé que l'on peut munir cet ensemble d'une structure de variété 
algébrique sur le corps résiduel k de L). 

Si b' est a conjugué de b i.e. b 1 = /i&o^/i -1 ), l'application g t— > hg définit 
une bijection de X^(P)k sur Xyj(b')K- En particulier, si Iw et Iw' sont Iwahori 
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de Gf, ils sont conjugués par mt(h) pour un h dans le sous-groupe G (F)' de 
G (F) engendré par les sous-groupes parahoriques de G (F). Comme clairement 
G(F)' C G(L)', il résulte des (1) et (4) de EU que g h-> ghr 1 définit une 
bijection de X w (b)i w sur X w (b)i w >. 

3.1.6 Remarque. 

Comme G est résiduellement quasi-déployé (1.10.2 de HH]), il existe une alcôve 
de B(G a d, L) qui est stable par a. Soit C une telle alcôve. Supposons g G G(L)'. 
Notons </> l'action de ba sur l'immeuble £>(G a d,£) et en particulier l'ensemble 
des sous-groupes d'Iwahori de Gl- Si Iw est le sous-groupe d'Iwahori glwc, il 
résulte de la remaroue l3. 1.31 que la projection de inv(g, bcr(g))c G W sur W a est 
inv(Iw, (j)Iw). D'autre part, l'image de inv(<7, ba(g))e par k^, : W — > ■k\{G)i l 
est kg(&)- 

3.2 Calculs d'invariants. 

On suppose toujours que G est un groupe réductif sur F. On se donne une 
classe de conjugaison de groupes à un paramètre {fi} de Gl et [b] G £>(G, {/x}). 

3.2.1 

Soient S un tore maximal déployé de Gl, T le centralisateur de S et N le 
normalisateur de T. Notons Wo = N{L)/T{L) le groupe de Weyl relatif et 
Ar({/i}) l'intersection de X*(T) avec l'ensemble des groupes à un paramètre de 
qui sont définis sur L. La proposition suivante est sans doute bien connue : 

Proposition 5 At({^}) est une orbite sous Wq. 

Démonstration. Soient et [ii deux groupes à un paramètre de At({/j,}). 
Comme tout espace homogène sous G{L) a un point rationnel sur L (cor. 1 du 
3.2.3. de HIII), il existe g G G(L) tel que [i% — int(g)(/^i). La proposition résulte 
alors de ce que S et mt(g)(S) sont conjugués par un élément défini sur L du 
centralisateur de jj,2- 

Notons A({^}) l'image de At({/z}) dans X 3f (T)i L . Si on choisit une alcôve 
dans l'appartement définie par S, A({fi}) s'identifie à un sous-ensemble de W 
l|3.1.2|) . Il résulte de la proposition ci-dessus que A({^}) coïncide avec l'ensemble 
noté de façon identique dans le 3 de Notons, pour K parahorique de G, 

X{n}(b)x la réunion des X^;(b)K, pour w décrivant l'image de A({/i}) dans 
W K \W/W K . 

Théorème 1 Soit b G [b]. On suppose que G est quasi-déployé sur F (et que 
{//} est définie sur L ). Alors, il existe un parahorique K deGF tel que Xr^y (V)k 
soit non vide. 

Démonstration. Le corollaire ^ entraîne que l'on peut supposer (6,/i) super- 
admissible, avec fi G {a*}- Soit K comme dans la proposition^] Comme 
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est super-admissible, on a b — a(fi(p)). De plus /i se prolonge en un groupe à 
un paramètre de Ko L , donc aussi u(/x). Il existe un tore maximal déployé S de 
K, défini sur Ol, et qui contient cr(/x) (3.5. de [22]). H définit un appartement 
A de £>(G a d,£) qui contient la facette .F définie par K. Soit C une alcôve 
contenue dans A dont l'adhérence contient T . Il résulte de (3) de 13.1.21 que 
inv(l,6)c = ta(p), *crO) désignant l'image de cr(/i) dans X*(T)j L , T désignant 
le centralisateur de S. Il en résulte que inv(l,6)i<- est l'image de taifù dans 
W K \W/W K . On voit donc que X^r^xj (b)x est non vide. 

Il résulte de ce que l'on vient de prouver appliqué à c -1 ({//}) et cr _1 (6) que 
X^ ll \(a~ 1 (b))K est non vide. Comme b et er -1 (&) sont c-conjugués, on a une 
bijection de X! L ^\{a^ 1 {b))K sur Xr^} (&)#■ <|3.1.5|) et X^y(b)K est non vide. La 
proposition est prouvée. 

3.2.2 Remarque. 

Il n'existe pas toujours d'Iwahori qui satisfasse la conclusion de la proposition 
comme le montre déjà le cas des isocristaux associés aux courbes elliptiques su- 
persingulières (1 de |26|). L'exemple de la remara ue l 1 . 21 prouve que, la filtration 
admissible étant donnée, on ne peut pas toujours trouver un réseau fortement 
divisible qui définisse un parahorique K qui soit hyperspécial. 

3.2.3 

Soient 6 e [6] et /x G {/z} tels que (b, fx) soit super-admissible. Soit K un 
parahorique de G comme dans la proposition Soit T ^ le sous-tore de -ftT ro d 
engendré par les a l {ji^ A ) pour i £ Z (prop. 0J. Soit le centralisateur de 

/7 red dans -ftTred- C'est un groupe réductif connexe et il est quasi-déployé car 
fcp est fini. Soit T rc( j un tore maximal de Cs? qui est contenu dans un Borcl 

de Cj, ; il contient T ^ puisque ce dernier est contenu dans le centre de Gf . 

Soit T un sous-tore de K dont l'image dans K re d est T rc d- D'après le théorème 
4.1. de l'exposé 11 de pQ, on peut relever T en un sous-tore S de K. Comme 
T est un tore maximal de K, Tk est un tore maximal déployé de Kk et Sl est 
un tore maximal déployé de Gl (3.5. de |34| ) . Il définit un appartement Ai de 
B(G a d,L). De plus, le Frobenius a agit sur Ai, de façon compatible à l'action 
sur le groupe des cocaractères X*(Sl) du tore S. Il définit donc un élément Q\ 
du normalisateur du groupe de Weyl affine agissant sur A\. 

Soit T la facette définie par K. Elle est contenue dans Ai et, comme K est 
défini sur Of, elle est stable sous l'action de 0\. Soit Ci une alcôve de 23(G a d, L), 
qui est contenue dans Ai et dans l'étoile de T i.e. dont l'adhérence contient T 
(4.6.33 de [5]). L'alcôve cr(Ci) est aussi contenue dans A\ et dans l'étoile de T. 
Soit Wjr le groupe des transformations affines de K (g) X* (S) qui est engendré 
par les réflexions par rapport aux murs de Ai qui contiennent T . Il s'identifie 
au groupe de Weyl absolu de if rc d relativement à T re d (3.5.1 de |«H|)- Soit wc x 
l'élément de Wp qui est tel que 
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w Cl {Ci) = e 1 {c 1 ). 

Soit M un sous-groupe de Levi de K qui contient T. Soit n un élément de 
M(k), qui normalise T et dont l'image dans Wp est wc x - Comme le normalisa- 
teur N de S dans K est lisse sur Op (cor. 5.3 bis de l'exposé 11 de P), il existe 
n G N(Ol) qui relève n. Comme if est connexe et lisse sur Of, il résulte d'un 
théorème de Lang qu'il existe g G K(Ol) tel que n = a(g)g~ 1 . Soit C l'alcôve 

Proposition 6 L'alcôve C est stable par a. Notons T le centralisateur de S et 
fiT l'unique sous-groupe à un paramètre de S C T dont l'image dans K Ic d est 
/i. Alors fiT et /i sont conjugués dans Gl- On a : 



mv 



(g,ba(g)) c = t a{l _ lT) w Cl 



t a (fj, T ) étant l'image de o(ht) dans X*(T)i L (on identifie W à un quotient 
du normalisateur de Sl dans Gl grâce à l'isomorphisme défini par (Ai, Ci) 

mm)- 



3.3 Remarque. 

Comme gC — C±, on voit que la projection de inv(g, ba(g))c sur W a est inv(Iwd , 01wd). 
Comme g G G(L)\ la projection sur m{G)i L est égale à l'image de <r(/x). 
Démonstration de la proposition. On a : 

^(C) = r7(g -1 )o-(Ci) = g~ 1 n~ 1 w Cl C 1 = g^ 1 C i = C, 
puisque n agit sur Ai comme Wd ■ 

Soit rad u (-f£f) l'image réciproque dans K(Ol) du radical unipotent de K. 
Les groupes à un paramètre [i et ht ayant même image dans K rc d, il existe 
u G va,à u (K) tel que h = mt(u)(/j,T) (th. 10.6 de 0] et 3. de exp. 9 de pQ). 

D'après (4) de !3.1.2l on a, par conjugaison par g" 1 qui appartient à K(Ol) C 
G(L)>: 

mv(g,ba(g)) c = mv(g, gba(g)g~ 1 ) Cl . 

En multipliant à gauche par g' 1 ((1) de I3.1.2f> et en utilisant cr(g)g~ 1 = n 
et b = o-((j,)(tt) : 

= inv(l,(T(^)(7r)n) Cl . 

En utilisant h = 'mt(u)(fjbr) et w G rad u (i"T)(Oi), on obtient, en posant 
u' = a(u)) : 

= inv(l,u'a(fMr)(Tt)u' 1 n) Cl , 

soit : 
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= inv(w' ,a{fir)(n)n(ri V 1 n)) Cl , 
soit, puisque vl et n~ x u'n sont des éléments de rad u (i^)(Oi) C Iwe^Oz) : 

= inv(l,cr(^ T )(7r)n) Cl . 
Comme l'image de n dans Wp est we t , ceci prouve la formule énoncée. 

4 Triplets (J 7 , A, C) en bonne position. 

4.1 Définition. 

Dans ce paragraphe, on se donne un système de racines réduit R dans un M- 
espace vectoriel V. On s'efforce à reprendre les notations de [Sj. On désigne 
par E l'espace affine dont le groupe des translations est le dual V* de V et par 
N(W a ) le normalisateur du groupe de Weyl affine W a de R dans le groupe des 
transformations affines de E. On se donne un élément 9 de N(W a ). On se donne 
de plus une facette T de E (pour les murs relativement à W a ). On suppose que 

- a) 9 laisse stable T. 

On suppose donné A G P(R V ) un poids du système dual. On note Rp les 
racines et qui sont telles qu'il existe un mur de direction orthogonal à a qui 
contienne T ; R? est donc un sous-système de racines de R. Soit -R;f,a,0 le 
système de raicines formés des racines de Rjr qui sont orthogonales aux l (A), 
pour i e Z. 11 est clair que 9 agit sur Rjr et Rf.\,e- On suppose que : 

- b) 9 laisse stable une chambre Cy,A,e de R^ : \,e- 

Se donner une alcôve C dont l'adhérence contient T revient à se donner une 
chambre Cj= de R^, donc un ensemble de racines positives de iîjr. Si C est une 
telle alcôve, on dit que (JF, A, C) est en bonne position si : 

- pour toute racine a > de R? (relativement à C?) telle que 9~ 1 (a) < 0, 
on a (a, A) > 0. 

4.2 Existence d'alcôves en bonne position. 

Proposition 7 Soient R, 9, T , A, et Cf.x^g comme dans le \4-l\ Alors, il 
existe une alcôve C dont V adhérence contient T, telle que (J-,X,C) soit en 
bonne position, et que toute racine positive de Rj^ t \.e positive relativement à 
Cy,A.0 soit positive relativement à C?. 

Démonstration. Choisir une chambre de R?, revient à choisir un sous- 
ensemble Rp,+ de Rjr tel que Rp,+ U — Rp,+ soit une partition de R? et tel 
que a, ce' G Rp,+ et ce + a! G Rjr entraîne ce + a! G Rf,+ (cor. 1 de prop. 20 de 
1.7. de chap. 6 [£])■ On fait ce choix de la manière suivante : 

- si pour tout i G Z (a, 6*(\)) — 0, autrement dit si a est une racine de 
Rf,\,9) ce G Rp,+ si elle est positive relativement à Cr,\.B ; 
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- s'il existe i tel que (a, 9 l (X)) ^ 0, soit io le plus petit entier > pour lequel 
ceci se produit, a G Rp,+ si (a, 6 m (X)) > 0. 

Il est clair que -Rjf,+ définit bien un ensemble de racines positives qui contient 

les racines positives de iïjr ré- 
prouvons qu'alors ÇF, A,C) est en bonne position. Soit a G Rr.+ - On a : 

(d, A) > 0. Il s'agit de prouver que, si a > et (a, A) = 0, on a 6~ 1 (a) > 0. On 

a : 

- soit (a, 9(X)) = ; alors, 

- soit de plus, a G Rp,\,e et 6~ 1 (a) > puisque l'ensemble des racines 
positives de Rf,\,8 est stable par 9 ; 

- soit de plus, il existe i > 2 tel que {a, 9 io (\)) > et (d,0 i (X)) = 
pour < i < i a ; alors (0 _1 (a), <O_1 (A)) > et (ff' 1 (a) , i (X)) = pour 
< i < io — 1 et on a bien 9~ 1 (a) > ; 

- soit (a, 6(X)) ^ 0, donc est > puisque d est > 0, d' où (9^ 1 (a), A) > et 
donc 9~ 1 (a) est positive. 

Dans tous les cas 9~ l (a) est positive et la proposition est prouvée. 

4.3 Bonne position et calcul de longueurs dans N(W a ). 

Soient R, J 7 , A et 9 comme dans le 14.11 Soit C une alcôve dont l'adhérence 
contient J 7 , de sorte que l'on a une partition de Rp en racines positives et 
négatives . On note FIr : c le stabilisateur dans N(W a ) de C, de sorte que N(W a ) 
s'identifie au produit semi-direct de ÇIr£ par le sous-groupe distingué W a . 

On note Iq la fonction longueur du groupe de Coxeter W a , relativement au 
sous-ensemble générateur formé des réflexions par rapport aux murs de C. On 
étend la fonction le au groupe N{W a ) en posant le(f]) = lc{w) si V — w li 
w S Wa et 7 G fifl,c- L'entier lc(rj) est donc le nombre de murs séparant C de 
r)(C) (lemme 2 du 1.4 du chap. 4 et prop. 17 du 1.6 du chap. 6 de [H]). 

La proposition suivante est une généralisation de la prop. 1.23 de |17| . qui 
est le cas où la facette T est réduite à un point spécial. 

Proposition 8 Notons t\ £ N(W a ) la translation de vecteur A. On a : 

a a 

la seconde somme portant sur l'ensemble R^,8 des racines a S Ryr vérifiant 
a > 0, 9^ 1 (a) < ; pour la première, on choisit une racine a dans chaque 
couple {a, —a} de racines de R tel que ni a ni —a n'appartienne à R^ Ql et on 
somme sur ces racines a. 

Démonstration. On reprend la démonstration d'Iwahori et Matsumoto. Soit 
x G C un point proche de T. La longueur le(t\w) est le nombre de murs 
rencontrant le segment [x, 9(x)+X] . Soit d G R et a une racine affine de direction 
d : a est donc une fonction affine sur E de direction a et dont l'hyperplan des 
zéros est un mur. Le nombre de murs de direction orthogonale à a (ou —a) 
est le nombre d'entiers dans l'intervalle [a(x),a(0(x)) + A]. Faisons tendre x 
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vers un point xq de T. La longueur du segment tend vers l'entier | (a, A) |. 
Si a £ Rf, a(xo) n'est pas un entier, et on voit que la contribution des murs 
orhogonaux à a est bien | (a, A) |. Si a G Rf, a(xo) est un entier a, et l'intervalle 
[a(x), a(9(x)) + A] est de la forme [a + e,a + (a, A) + e'] avec e du signe de a 
et e' de celui de 9~ 1 (a). Pour a G Rjr positive, dans chacun des quatre cas de 
signes possibles, le nombre d'entiers de l'intervalle [a(x), a(9(x)) + A] est : 

- si (a, A) > O,0- x (5) > : | (a, A) | ; 

- si (a, A) > 0, f -1 (a) < : | (a, A) j -1 ; 

- si (a, A) < O,0 -1 (a) > : j (a, A) j ; 

- si (a, A) < 0, 0- x (a) < : j (a, A) j +1. 
Ceci prouve la proposition. 

4.3.1 Bonne position et ordre de Bruhat. 

On reprend les hypothèses de 14.11 Soit C une alcôve dont l'adhérence contient 
T. On note <C l'ordre partiel sur N(W a ) défini par r\ <c rf si : 

- rj et rj' ont même image dans £Ir,c ; 

- alors il existe w, w' G W a et 7 G Qr,c tels que 77 = 107, 77' = w'j ; la seconde 
condition pour que rj <c rj 1 est que w <c w' pour l'ordre de Bruhat sur W a . 
Pour la définition de l'ordre de Bruhat, voir par exemple [2] et sa bibliographie 
: en particulier, w <c w' si pour une (ou toute) décomposition réduite de w', 
w' = s 1 s 2 ...sj', il existe 1 < i\ < i 2 < ... < h < V tel que w = s^s^.-.s^. 

Proposition 9 On suppose (F, A, C) en bonne position. Alors, on a : 

lc(t\) = lc(t\6) + l c (9). 
Notons wc l'élément de Wj= tel que 9(C) = wc(C). On a : t\Wc <c t\- 

Démonstration. La proposition précédente donne : 

i c (t A )=Ç|(3,A)|, 

a 

la somme portant sur un système de représentants des classe {a, —d} de R, 

et : 

l c (9)= J2 L 

Comme (J-, A,C) est en bonne position, si a G Rr,8, on a (a, A) > 0, et donc 
la proposition précédente s'écrit : 

lc(tx9)=Y / \ (a, A) | +Ç | (a, A) | -1. 

a a 

On a bien l'égalité de longueurs cherchée. 

Prouvons t\Wc <c t\- Tout d'abord, comme wc G W a , t\Wc et t\ ont même 
image dans Orc- 
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Lemme 6 Pour rj G N(W&) e£ 7 G f2,R,c, on a : 

kiwi) = k(v) = ^(77?) 

Démonstration. On a ryy(C) — T](C), d'où Ic(t]j) = Ici 7 ])- Comme int(7) 
stabilise l'ensemble des réflexions par rapport aux murs de C, on a Z(int(7)(7y)) = 
l(j]). Comme 777 = int(7)(?7)7, on a bien lc(r]) = kdv)- 

Posons 77 = wy, w G W a et 7 G Qr : c- On a : 77 _1 = int(7 -1 )(u; _1 )7 -1 . 
D'où, puisque le(w) — lc(w ) et la première partie du lemme, kiv) = k(v )■ 
Cela prouve le lemme. 

Achevons de prouver la proposition. Comme il existe 7 G ^_r,c tel que 
6 = wcj, on déduit de l'égalité de longueurs déjà prouvée : 

k(t\) = lc{t\wc) + Iciwc). 

Posons w = Wq 1 et 77 = t\u>c- Comme k( w ) = Iciw -1 ), l'égalité ci-dessus 
devient : 

lc(v) + lc(w) = k(v w )- 

Posant 77 — w/7, w' G W a et 7 G Qr^f, on a : r/w = (w'iiit("/)(w))j et, avec 
le lemme précédent : Ici^w) = lc(w'mt('j)(w)). L'égalité de longueurs ci-dessus 
s'écrit : 

k{w') + ^c(int(7)(w)) = / c (w'int(7)(w)). 

Il en résulte que si on multiplie une décomposition réduite de w' par une 
décomposition réduite de int(7)(u>), on obtient une décomposition réduite de 
w'mt('y)(w). On en déduit que w' <c •w'int( r y)(w), d'où : 77 <c 771U et : 

t\w c <c t\. 
Ceci achève de prouver la proposition. 

5 Conclusions. 

On reprend les notations de 13. Il Soit {//} une classe de conjugaison de groupes 
à un paramètre de G-^. Rappelons (^Hj et que : 

Adm({/z}) = {w G W;w < A pour un A G A({/i})}. 

Si {/i} est définie sur L, nous avons donné une définition de A({/i}) au !3.2.l| 
L'ordre sur W est défini à partir de l'ordre de Bruhat d'une manière analogue 
à celle du 14.3.11 Soit Iw un sous-groupe d'Iwahori de G. Soit b G G(L) tel 
que [b] G B(G, {/-*})■ Rappelons que A(6, {/_t})i w est la réunion des X w (b)j w 
pour w G Adm({/^}). Le théorème suivant prouve une conjecture de Kottwitz 
et Rapoport sous des hypothèses de non ramification |26|). 
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Théorème 2 Supposons G quasi- déployé et {/i} définie sur L. Alors X(b, {^})iv 
est non vide. Plus précisément, il existe A G A({/i}) et w G W tels que X w (b)i w 
soit non vide et l(X) = l(w) + l(w~ 1 \). 

5.1 Remarques. 

1) Rappelons que l'ordre de Bruhat faible <' sur W a est défini par w <' w' si 
l(w') = l(w) + l(w~ 1 w') (2). Si w <' w', on a donc w < w' . On voit donc que 
l'on prouve en fait la conjecture de Kottwitz et Rapoport où dans la définition 
de Adm({/j,}), on remplace l'ordre de Bruhat usuel par l'ordre de Bruhat faible. 

2) Si G est non ramifié, il résulte de la prop. 4.4 de |22] que, si X(b, {h})i™ 
est non vide, [b] G B(G, {h})- 

5.2 Démonstration du théorème. 

D'après le corollaire d il existe b' G [6] et \i G {h} tels que (b' , h) soit super- 
admissible. On peut donc supposer (6, h) super-admissible. Soit alors K un 
parahorique comme dans la proposition^] Soit T la facette de £>(G a d, L) qui lui 
est associée. On reprend les définitions et notations dc l3.2.3l ct de la proposition 
On a donc un appartement Ai de £>(G a d, L) contenant T qui est stable sous 
l'action de a ; l'action de a sur A\ est notée 9\. Pour toute alcôve Ci contenue 
dans Ai dont l'adhérence contient J 7 , il existe g G G(L) tel que, si C est l'alcôve 
,g _1 Ci, on ait : 

mv(g,ba(g)) c = t a{flT) w Cl , 

wc x G Wj: étant défini par wc x (Ci) = #i(Ci). De plus, \i et ht sont conjugués 
dans Gl, donc aussi a(n) et a (ht)- H en résulte que ct(ht) G At(c({/x})) 
H3.2.1(l . Pour prouver le théorème pour l'Iwahori défini par C et la classe de 
conjugaison de groupes à un paramètre a({fi}), il suffit donc de prouver que 
l'on peut choisir Ci telle que t tr / flT )'We 1 soit plus petit que i CT ( A1T ), pour l'ordre 

de Bruhat de W identifié au groupe d'Iwahori-Weyl relatif à (Ai, Ci) l|3. 1.2(1 . 

Soit x un point spécial de Ai de sorte que l'on a un système de racines 
réduit R dont W a est le groupe de Weyl affine (1.7. de [32], prop. 9 du 6.2. 
de Comme ct(ht) normalise W a , l'image de <j(ht) dans le groupe des 

transformations affines de Ai est la translation par un poids du système racines 
dual de R ; on note ce poids A. On pose : — é>i et on reprend les notations de 
14.11 La facette T définie par K est bien stable par 6 car K est défini sur F. 

Prouvons que l'on a la condition b) de 14.11 Soit R' le système de racines de 
Gl, relativement à Sl- Les éléments de R et de R' sont proportionnels (1.7. de 
Soit R'-p le système des racines a de R' telles qu'il existe un mur de Ai 
de direction orthogonale à â contenant T. D'après 1.9. de PUi s'identifie 
au système de racines du quotient (i^ re d)fc de la réduction modulo ir de Kk par 
son radical unipotent (|3.2.3J) . relativement au tore T re d image de la réduction 
de S dans A" rc d. Rappelons que /x re d es * l'image de /i dans AT ro d (prop. 0J ; 
c'est aussi l'image de ht (prop. EJ. De plus, on a noté T ^ le tore de K ret i 
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engendré par les a l (jl lcd ), i £ Z. Notons R'^^e ^ e système des racines de R'jr 
qui sont orthogonales aux cocaractères de (T M )fc. Le système de racines R'-p- A g 
s'identifie à celui du commutant (C^ du tore (T^fc dans (K rc d)k- Comme le 
tore maximal T ro d de contient un Borel de l|3.2.3|) . l'action de a = 9 
sur R'jr x e laisse stable une base de R'^ x g . Comme les éléments de R'jr A 9 et 
de Rp,\fi sont proportionnels, 9 laisse stable une base de Rp^x^e, et on a bien 
la condition b) de 14.11 

On peut donc choisir Ci telle que (J 7 , A, Ci) soit en bonne position (prop. 
0). On a donc prouvé que X(a{{n}), 6)i Wc est non vide. Il en résulte que 
X({[i}, a~ 1 (b))i wc est non vide. Comme b et <r _1 (6) sont c-conjugués, on voit 
que X({/j,}, 6)iw c est non vide. Comme Iw et Iwg sont conjugués par un auto- 
morphisme intérieur de G, on a bien que X w (b)i w est non vide. Ceci prouve le 
théorème. 

5.3 

Supposons G non ramifié. Si K est un sous-groupe hyperspécial de G, W K 
s'identifie au groupe de Weyl Wq de G-^ et l'ensemble des doubles classes 
W K \W/W K à W \X*. En particulier, l'image de A({^}) dans W K \W/W K 
est réduit un élément, que l'on note encore {/i}. Si {^} est minuscule, l'image 
de Adm({/x}) dans Wo\X* est réduite à {//} (prop. 3.11 de (23)- On a donc le 
corollaire suivant, qui prouve la conjecture 4.6. de [2U lorsque {/x} est minus- 
cule. 

Corollaire 3 Soit K un sous-groupe hyperspécial de G. Soit {fj,} minuscule et 
b G B(G, {/i}). Alors X^y(b)x est non vide. 

5.4 Remarque. 

Soit D un module de Dieudonné filtré admissible et M un réseau fortement 
divisible. On suppose {n} minuscule à poids et 1. Notons M — M/pM avec 
sa structure de module de Dieudonné filtrée. Cette structure définit sur M une 
action du Frobenius F et du Verschiebung V = pF~ x . Montrons comment on 
a procédé pour obtenir une structure iwahorique i.e. un drapeau de M stable 
par F et V. On a choisi tout d'abord une suite de Jordan-Hôlder (0) — Mq c 
Mi C . . . M r ~ M du module de Dieudonné filtré M. Ensuite, pour chacun des 
quotients simples de cette suite de Jordan-Hôlder, il n'est pas difficile de voir 
que 1' on a choisi dans le [3 la filtration "canonique" du 2.5. de [25] définie par 
VetF- 1 . 
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